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Nous donnons les valeurs des sommes de Gauss associe es a des caracte res multi-
plicatifs d’ordre lr sur une extension de Fp lorsque le couple ( p, lr) satisfait des con-
ditions dites re sidus quadratiques.  1997 Academic Press
1. SOMMES DE GAUSS
Soit K une extension de degre f de Fp . Pour tout caracte re multiplicatif
* de K, GK (*) de signe la somme de Gauss x # K_ *(x) ‘ trKFp(x)p , ou ‘p
est une racine primitive complexe p-ie me de l’unite . Si * est trivial alors
la somme de Gauss vaut &1 sinon GK (*) est un nombre complexe de
module p f2.
The ore me 1.1. Si L est une extension finie de K alors
GL(* b NLK)=(&1)[L :K] GK (*)[L :K].
C’est le the ore me de HasseDavenport, voir par exemple [9, 11]. Soit m
un entier premier avec p tel que K soit le corps de de composition de Xm&1
sur Fp . Re soudre le proble me des sommes de Gauss d’ordre m, c’est de ter-
miner les valeurs des sommes de Gauss pour tous les caracte res multi-
plicatifs de K d’ordre divisant m. Lorsque le proble me des sommes de
Gauss est re solu pour l’entier m, le the ore me de Davenport-Hasse permet
de calculer toutes les sommes de Gauss faisant intervenir un caracte re
d’ordre m sur une extension quelconque de Fp . Le proble me des sommes de
Gauss a e te re solu pour des petites valeurs de m, voir [3, 57, 10]. Dans
le cas semi-primitif, c’est-a -dire lorsque &1 est dans le sous-groupe de
(ZmZ)* engendre par p, le proble me des sommes de Gauss est comple te-
ment re solu, voir [12].
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Proposition 1.2. Soit m>3 un nombre premier tel que m#3 (mod 4)
et tel que p engendre le groupe des re sidus quadratiques modulo m. Si * est
un caracte re d’ordre m alors
GK (*)= p f2e\i%, tan(%)=
b - m
a
, 0<%<?,
a2+mb2=4p f&2t, a#&2p f&t (mod m), f =
m&1
2
,
ou a et b sont des entiers, et t est la somme des chiffres de ( p f&1)m en
base p.
Ce re sultat est signale dans [2, 12]. Dans cet article, nous re solvons le
proble me des sommes de Gauss dans une situation analogue en supposant
que m est une puissance d’un nombre premier. Lorsque m est produit de
deux nombres premiers, voir [14].
2. GROUPE DE GALOIS
On suppose que * est un caracte re d’ordre m de K x@ . Soit ‘m une racine
primitive complexe m-ie me de l’unite . Le complexe GK (*) est un entier du
corps cyclotomique Q(‘m , ‘p). Ce corps est une extension Galoisienne de Q
de groupe de Galois isomorphe a (ZmZ)*_F_p . On note _u, v l’auto-
morphisme dont l’action est de finie par _u, v(‘m)=‘um et _u, v(‘p)=‘
v
p . Pour
chaque t de (ZmZ)*, nous notons _t au lieu de _t, 1 . Cela e tant, le groupe
de Galois agit sur les sommes de Gauss:
_u, v(GK (*))=* u(v) GK (*u), _p, 1(GK (*))=_p(GK (*))=GK (*).
Ces e galite s montrent que la complexite d’une somme de Gauss de pend a
priori de l’indice du groupe engendre par p dans (ZmZ)*. On en de duit
aussi, et cela est fondamental, que GK (*)m et GK (*)t&_t sont deux e le ments
de Q(‘m).
3. THE ORE ME DE STICKELBERGER
Notons q le cardinal de K. A la chai^ne de corps Q/Q(‘m)/Q(‘q&1 , ‘p)
est associe e une chai^ne d’ide aux premiers ( p)/p/P. Le corps K s’identifie
au quotient Z[‘q&1 , ‘p]P. L’application |P qui envoie ‘+P sur ‘ est un
caracte re d’ordre q&1 appele caracte re de Teichmuller attache a P.
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Posons k=(q&1)m, le caracte re |kP est un caracte re d’ordre m que nous
notons /P .
The ore me 3.1. Soit a un entier, 0aq&1. La valuation P-adique de
la somme de Gauss GK (|&aP ) est e gale a la somme des chiffres du de veloppe-
ment p-adique de a. L’ide al engendre par GK (/P )m est e gal a (GK (/P )m)=
ps=1
m&1 s_s
&1
.
Ces the ore mes sont du^s a Stickelberger. Pour la de monstration de ces
the ore mes, voir [9, 15]. Notons que si (t) de signe la partie fractionnaire
de t alors s(a) est aussi e gal a ( p&1)  f&1i=0 ( (ap
i)(q&1)).
4. CALCUL DE NOUVELLES SOMMES
Dans la suite, nous supposons que p et m satisfont les conditions:
(1) m=lr, l premier impair, r>0.
(2) Le groupe engendre par p est d’indice 2 dans (ZmZ)*.
(3) l#3 (mod 4), mais l{3.
Nous dirons que ( p, m) satisfait les conditions re sidus quadratiques. Sur
le champ, (1) implique que (ZmZ)* est cyclique, (2) que la dimension f de
K vaut lr&1((l&1)2) et (3) que &1 n’est pas re sidu quadratique de Fl .
The ore me 4.1. Le nombre de classes d ’ide aux de Q(- &l) est donne
par:
lh= :
0<x<l \
x
l+ x
Par exemple voir [4]. Le groupe engendre par p est d’indice 2. C’est l’en-
semble des e le ments de la forme x+ yl, ou x de crit les re sidus quadrati-
ques modulo l et 0y<lr&1. Notons t le quotient de la somme de ces
e le ments par m. Un rapide calcul donne
t=
1
m
:
(xl)=1
:
lr&1&1
y=0
x+ yl=
f&h
2
Soit g la somme de Gauss attache e au caracte re /P . On a l’e galite d’ide aux
(gm)=pmtp mt$, avec t$=( f+h)2. Les conditions re sidus quadratiques
impliquent que /P est trivial Fp , l’action du groupe de Galois montre que
g # Z[‘m]. Comme p est d’indice 2 dans (ZmZ)*, nous en de duisons que
g est un entier du corps quadratique Q(- &l) dont (1, }) est une Z-base.
Il existe deux entiers rationnels A et B tel que g=A+B}.
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L’ide al ( p) est de compose dans l’anneau des entiers de Q(- &l). En
effet, si p=2 alors 2 est un re sidu quadratique modulo l, donc l=\1 [8].
De plus l#3 (mod 4), dont l=&1 [8] et on sait que dans ce cas 2 est
de compose dans Q(- &l). Si p{2 alors on sait que p est de compose dans
Q(- &l) si et seulement si &l est un re sidu quadratique modulo p. Or
\&lp +=\
&1
p +\
l
p+=\
&1
p +\
p
l+ (&1)
(l&1)( p&1)
4
=\&1p + (&1)
l&1
2
p&1
2
=1
Bien su^r, nous avons utilise la loi de re ciprocite quadratique et les formules
comple mentaires. Voir [7, 13].
Soit alors ^ l’ide al premier de Q- &l) domine par p. On a pZ[}]=^ ^ ,
^=p & Z[}], ^{ ^ . D’ou l’on tire l’e galite d’ide aux: (g)=( pt) ^ h, en
particulier pt divise A et B.
Proposition 4.2. Soit * un caracte re d ’ordre m. A la conjugaison pre s,
GK (*)= pt(a+b}), ou a et b sont deux entiers rationnels comple tement
de termine s par les relations:
(i) p ne divise pas b.
(ii) (a, b) est un point de l ’ellipse a2&ab+b2((l+1)4)= ph,
(iii) 2a&b=&2p( f+h)2 (mod l) et b>0.
Preuve. A cause de (3), &1 et 1 sont les seules unite s de l’anneau des
entiers de Q(- &l). Il est facile de ve rifier que (i) et (ii) est e quivalent a
dire (a+b})=^k ou (a+b})= ^ h. En conse quence, il existe au plus 4
couples d’entiers (a, b) satisfaisant (i) et (ii), une fois choisie b>0, on
de termine a par la congruence (iii). Cette dernie re condition est justifie e
par les congruences modulo l:
A+B}lr #
2A&B
2
#GK (*)m# :
x # K
*m(x) ‘lrTrKFp(x)p #&1. K
5. TRANSITIVITE
Il est facile de ve rifier que si ( p, lr) est un couple ve rifiant les conditions
re sidus quadratiques, avec r>1, alors ( p, lr&1) ve rifie aussi les conditions
re sidus quadratiques. Nous allons montrer comment calculer toutes les
sommes de Gauss d’ordre divisant m. Les notations sont inchange es
GK (*)= p( f&h)2(a+b})= p f2ei%.
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The ore me 5.1. Si 0d<r alors GK (*l
d
)= p( f&hld )2(a+b})ld= p f2eild% .
Preuve. Il suffit de prouver ce re sultat pour d=1. Le caracte re *l est
d’ordre m$=lr&1. Soit k le corps de de composition de Xm$&1, on a [K :k]
=l. Le caracte re *l est un caracte re releve , il existe un caracte re multi-
plicatif + du corps k tel que *l=+ b NKk . De la Proposition 4.2 on de duit
l’existence de deux entiers a$ et b$ tel que Gk(+)= p ( f&hl)2l(a$+b$}), de la
relation de HasseDavenport, on tire:
GK (*l)= p ( f&hl)2(a$+b$})l .
Pour terminer, il suffit de montrer que la valuation p-adique de GK (*l)
vaut bien ( f&hl)2. Or,
vp (GK (*l))= :
f&1
i=0 
pil
m =l :
( fl)&1
i=0 
pi
m$=l
f $&h
2
=
f&hl
2
. K
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